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ΘΕΜΑ 2ο  
α)  Αρκεί z =1 
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Άρα η εικόνα του z κινείται σε κύκλο με κέντρο Ο (0, 0) και ακτίνα 
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ΘΕΜΑ 3ο

(α)   Είναι f(x) =x3-3x-2ημ2θμε Αf= .Η f είναι συνεχής ως 

πολυωνυμική στο  
Είναι                      f (́x) x23= −

Επίσης  f (́x) (x )(x ) x 0 3 1 1 0 1 ή x=-1= ⇔ − + = ⇔ =

          
  

x  −∞  -1           1  +∞
f΄(x) + - + 

f (x)      

  
 
Είναι η f συνεχής στο ( ], 1−∞ −  και f΄ (x)>0 για κάθε x∈( ,-1),  −∞

άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο  ( ], 1−∞ − .  
Είναι η f συνεχής στο [ ],1 1−  και f΄(x) <0 για κάθε x∈(-1, 1), άρα η f 
είναι γνησίως φθίνουσα στο [ ],1 1− . 



Είναι η f συνεχής στο [  και f΄ (x)>0 για κάθε x),1 +∞ ∈(1, ), άρα η f 
είναι γνησίως αύξουσα στο 

+∞

[ ),1 +∞ . 
 
Άρα για x=-1 η f  παρουσιάζει  
Τ.Μ το f(-1)=-1+3-2ημ2θ=2-2ημ2θ=2συν2θ>0 
 
Και για x=1 η f  παρουσιάζει  
Τ.Ε  το f(1)=1-3-2ημ2θ=-2(1+ημ2θ)<0 
Είναι f΄΄(x)=6x 
Είναι f΄΄(x)=0 x x6 0 0⇔ = ⇔ =  
 
 

 

x  −∞  +∞
f΄΄(x) - + 
f (x)  κοίλη  κυρτή

Είναι η f συνεχής στο ( ],0−∞  και f΄΄(x)<0 για κάθε x ( , )0∈ −∞ , άρα η f 
είναι κοίλη στο ( ],0−∞ .  Είναι η f συνεχής στο [ ),0 +∞  και f΄΄(x)>0 για 
κάθε  άρα η f είναι κυρτή στο x ( , )0∈ +∞ [ ),0 +∞ . 
 
Άρα για x=0 η f  έχει Σ.Κ. το Γ (0, f (0) ).  
Επειδή f (0)=-2ημ2θ το Σ.Κ είναι το σημείο  Γ(0, -2 ημ2θ) 
 
β) Είναι   και  

x
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Έστω  Δ1=(−∞ .  Είναι f συνεχής στο (, ]1 , ]1−∞ −  και γνησίως 
αύξουσα στο ( , ]1−∞ − .  Άρα f(Δ1)= ( x

lim f (x), f ( )1
→−∞

⎤− ⎦ =(- , ]22∞ συν θ  

Επειδή  >0 για κάθε θ 22συν θ
2
Π

≠ ΚΠ + , το 0∈ f(Δ1).  Άρα η f (x)=0 
θα έχει μια τουλάχιστον πραγματική ρίζα στο ( , ]1−∞ − .  Επειδή η f 
είναι γνησίως αύξουσα στο ( , ]1−∞ − , η f (x)=0 θα έχει μια το πολύ 
πραγματική ρίζα στο ( . , ]1−∞ −

Άρα η f (x)=0 θα έχει μια ακριβώς πραγματική ρίζα στο (  , ]1−∞ −

Έστω  Δ2= [-1,1]. Είναι η f συνεχής στο [-1,1] και γνησίως φθίνουσα 
στο  [-1,1] .  Άρα f(Δ2)=[ ]f ( ), f ( )1 1− =[ ( ),22 1 2 ]2− +ημ θ συν θ .  Επειδή 



 -2(1+ημ2 θ)<0 και 2συν2θ>0 για κάθε θ
2
Π

≠ ΚΠ + , το 0∈f(Δ2). Άρα η 
f(x)=0 θα έχει μια τουλάχιστον πραγματική ρίζα στο [-1,1]. 
Επειδή η f είναι γνησίως φθίνουσα στο  [-1,1], η f(x)=0 θα έχει μια 
το πολύ πραγματική ρίζα στο [-1,1].  Άρα η f(x)=0 θα έχει μια 
ακριβώς πραγματική ρίζα στο [-1,1].  Έστω Δ3=[ ),1 +∞ .  Είναι η f 
συνεχής στο [ ),1 +∞  και γνησίως αύξουσα στο [ ),1 +∞ .  
 Άρα f(Δ3 )= = [ ()x

f ( ), lim f (x)1
→+∞

⎡
⎣ ), )22 1− +ημ θ +∞ .  

 Επειδή  για κάθε θ( )22 1 0− +ημ θ <
2
Π

≠ ΚΠ + , το 0∈ f(Δ3).   
Άρα η f(x)=0 θα έχει μια τουλάχιστον πραγματική ρίζα στο [ . ),1 +∞

Επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα στο [ ),1 +∞ , η f(x)=0 θα έχει μία το 
πολύ πραγματική ρίζα στο [ ),1 +∞ .  Άρα η f(x)=0 θα έχει μια ακριβώς 
πραγματική ρίζα στο [  ),1 +∞

 
γ)  Είναι Α(-1, f(-1)) δηλαδή Α(-1, 2συν2θ) 
  Β(1, f(1)) δηλαδή    Β( 1,-2(1+ημ2θ)) 
  Γ(0, f(0)) δηλαδή    Γ(0,-2ημ2θ) 
Για να ανήκουν τα σημεία Α, Β, Γ στην ευθεία y=-2x-2ημ2θ αρκεί οι  
συντεταγμένες  τους να ικανοποιούν την εξίσωση της. 
 
 
Για το Α:  2συν2θ=2-2ημ2θ ( )222 2 1⇔ συν θ = −ημ θ ⇔ 2συν2θ=2συν2θ 
ισχύει  
Για το  Β:  ι ( ) ( ) ( )2 2 22 1 2 2 2 1 2 1− +ημ θ = − − ημ θ⇔ − +ημ θ = − +ημ θ2   ισχύε
Για το  Γ:   ισχύει 2 22 0 2− ημ θ = − ημ θ

 
δ) Είναι f(x)=y⇔ x3-3x-2ημ2θ=-2x-2ημ2θ⇔  

⇔  x3-x=0 x(x⇔ 2-1)=0⇔ x=-1 ή x=0 ή x=1 
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ΘΕΜΑ 4ο  
α)   Η F παραγωγίσιμη αφού f ⋅g  συνεχής ως γινόμενο συνεχών 
συναρτήσεων οπότε  

F (́x) f (x) g(x)= ⋅ . Είναι η f γνησίως αύξουσα στο [0,1] οπότε για 
x>0 ισχύει  f(x)>f(0)>0  επίσης g(x)>0 

Άρα F΄ (x)>0. Είναι η F συνεχής στο [0,1] και F΄(x)>0 για 
κάθε x∈ (0,1) άρα η F είναι γνησίως αύξουσα στο [0,1] οπότε για 

x>0 ισχύει F(x)>F(0)= f (t)g(t)dt
0

0

0=∫   Άρα F(x)>0 

β) Είναι g(t)>0 για κάθε t∈(0,1]  και επειδή η f είναι γνησίως 
αύξουσα για 0<t<x  ισχύει f(t)<f(x),  οπότε 
f(x) g(t)>f(t)g(t)⇔ ⋅  ⋅ f (x) g(t) f (t)g(t) 0− >

 

 >

Άρα και  
 

 

 
 

 
 
 
  
 

x

x x

x x

(f (x)g(t) f (t)g(t))dt

f (x)g(t)dt f (t)g(t)dt

f (x) g(t)dt f (t)g(t)dt

f (x) G(x) F(x)

0

0 0

0 0

0

0

− >

⇔ −

⇔ >

⇔ ⋅ >

∫

∫ ∫

∫ ∫

 
 

 
 



 
 
γ) Έστω: 
   

F(x)H(x)
G(x)

F́ (x)G(x) F(x)Ǵ(x)H́(x)
G (x)

f(x)g(x)G(x) F(x)g(x)H́(x)
G (x)

g(x)(f(x)G(x) F(x)H́(x)
G (x)

2

2

2

Είναι  

       

     0 αφού g(x)>0 και f(x)G(x)-F(x)>0 από το προηγούμενο ερώτημα.  
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F(x) F( )H(x) H( )
G(x) G( )

εχής στο (0,1], και Ή (x)>0 για κάθε x (0,1) άρα η Η είναι γνησίως αύξουσα στο (0,1]
1Άρα για x 1 ισχύει 1
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 δ) 
 

Επειδή F(x), G(x),   x
x

t dt,
2

2

0

ημ∫ 5 είναι συνεχείς συναρτήσεις ισχύει  
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0 αφου η f  είναι συνεχής στο x =0)  
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