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ΘΕΜΑ 2ο
α) Είναι z = + =2 2

1 0 1 1  και z = + =2 2
2 1 0 1  και  z = + =2 2

3 1 1 2 , 
οπότε  z1

2+ z2
2=1+1=2= z3

2. 

 
β)  i) Έστω =Z x+yi, οπότε 
z z z z− = −1 2 ⇔ ( ) ( ) ( )z i z x y i x yi x y− = − ⇔ + − = − + ⇔ + − =221 1 1 1  

( )x y− + ⇔2 21 x2+y2-2y+1=x2-2x+1+y2⇔ y=x  Άρα Re(z)=Ιm(z) 
 
 
 



     ii) Επειδή από το πρώτο ερώτημα ισχύει Re(z)=Im(z), ο 
μιγαδικός z θα είναι της μορφής  z=x+xi, x≠ 0.  Είναι  Α= 
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ΘΕΜΑ 3ο

 α)  Είναι ef ln
e e

e

⎛ ⎞ = + = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠
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5 5
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1 1 1 5 01 44
〉  

Επίσης f l   και n ln ln⎛ ⎞ = + = − + = − + 〈⎜ ⎟
⎝ ⎠
1 1 1 4 1 2 2 1 014 4 4
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( )f e ln e
e e

= + = + 〉5 5
5 5

1 15 0
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β) Για ( )x : f ln= = + =

1 11 1 1
4 4

     Είναι  ( )f x ,
x x

′ = − 2

1 1
4

   

οπότε για x=1 : f (  )′ = − =
1 31 1
4 4

Άρα η εξίσωση της εφαπτομένης της Cf  στο σημείο ( )( )M ,f1 1   είναι 

( ) ( )y f ( ) f ( ) x y x y x y x′− = − ⇔ − = − ⇔ = + ⇔ = +
1 3 3 2 3 11 1 1 1
4 4 4 4 4 2
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γ) Είναι ( )
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f x x x x x
x x

〉
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Είναι η f συνεχής στο ,⎛
⎜

⎤
⎥⎝ ⎦
10
4

  και ( )f x′ 〈0   για κάθε x ,⎛ ⎞∈⎜ ⎟
⎝ ⎠
10
4

,  άρα  η f 

είναι γνησίως φθίνουσα στο ,⎛ ⎤
⎜ ⎥⎝ ⎦
10
4

. 

 
Είναι η f συνεχής στο ,⎡ +∞⎟⎢⎣ ⎠

1
4

⎞  και ( )f x′ 〉0   για κάθε x ,⎛ ,⎞∈ +∞⎜
⎝ ⎠
1
4 ⎟ άρα η 

f είναι γνησίως αύξουσα στο , .⎡ ⎞+∞⎟⎢⎣ ⎠
1
4

 

 
δ) Είναι η f συνεχής στο ,

e
⎡
⎢⎣ ⎦5

1 1
4
⎤
⎥   ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων 

και f f
e

⎛ ⎞ ⎛ ⎞• 〈⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠5

1 1 0
4

,   οπότε σύμφωνα με το θ. Bolzano η εξίσωση  

 
( )f x = 0  θα έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο ,

e
.⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦5

1 1
4

 Επειδή η f είναι 

γνησίως φθίνουσα στο ,
e
⎡
⎢⎣ ⎦5

1 1
4
⎤
⎥ , η εξίσωση ( )f x = 0  θα έχει μία το πολύ 

πραγματική ρίζα στο ,
e
⎡
⎢⎣ ⎦5

1 1
4

.⎤⎥   Άρα η εξίσωση ( )f x = 0  θα έχει μία 

ακριβώς πραγματική ρίζα στο ,
e

,⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦5

1 1
4

  οπότε και στο 

διάστημα ,⎛ ⎤
⎜ ⎥⎝ ⎦
10
4

.  Είναι η f συνεχής στο , e⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

51
4

 ως άθροισμα συνεχών 

συναρτήσεων και ( )f f e⎛ ⎞ • 〈⎜ ⎟
⎝ ⎠

51 0
4

,  οπότε σύμφωνα με το θ.Bolzano η 

εξίσωση  θα έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο ( )f x = 0 , e⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

51
4

. Επειδή η 

 είναι γνησίως αύξουσα στο f ,e⎡ ⎤
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51
4

 η  εξίσωση ( )f x = 0  θα έχει μία 

το πολύ πραγματική ρίζα στο , e⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

51
4

. Άρα η εξίσωση ( )f x = 0  θα έχει 

μία ακριβώς πραγματική ρίζα στο , e ,⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

51
4

οπότε και στο διάστημα 

,⎡ +∞⎟⎢⎣ ⎠
1
4

⎞ .  Άρα η εξίσωση ( )f x = 0  θα έχει δυο ακριβώς πραγματικές 

ρίζες στο διάστημα  ( ), .+∞0

 



ΘΕΜΑ 4ο
α) Είναι η h παραγωγίσιμη στο ως άθροισμα δύο παραγωγίσιμων 
στο συναρτήσεων και 

R
R

h΄(x)=-e-xf(x)+ e-xf ΄(x)+4e-4x=e-x (f ΄(x)-f(x))+4e-4x=                                             
e-x (-4e-3x)+4e-4x =-4e-4x +4e-4x =0 
 Άρα η h είναι σταθερή στο . R
 
β) Για x=0:   h (0)=e0 f(0)-e0 =1· 2-1=1. Άρα h(x)=1 για κάθε x∈ , 
οπότε e

R
-x f (x)- e-4x=1⇔  f (x)=

x

x

e
e

−

−

+4 1
⇔  f (x)=e-3x+ex ⇔  f (x)= x

x + e
e3
1  

 
γ) Είναι Ι(x)=   Επειδή η f  είναι παραγωγίσιμη στο R  θα 

ισχύει Ι' (x)= f (x)= e

x

f (t)dt∫
0

x + xe3
1    

Οπότε Ι(x)=ex - xe−31
3

+C.   

Για x=0 ισχύει Ι(0)= =0   (1)   f (t)dt∫
0

0

και Ι(0)= e0 - 1
3

 e0 +C  Ι(0)=⇔
2
3

+C  (2) 

Από τις σχέσεις (1) και (2) θα ισχύει C C+ = ⇔ = −
2 20
3 3

 

Άρα Ι(x)= ex- 1
3

 e-3x  - 2
3
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δ) Είναι 
x x

x

xx x x

e eI(x) elim lim lim
x x x x e
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→+∞ →+∞ →+∞
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Είναι 
x x x x x

x x x x x

e (e ) ' e (e ) ' elim lim lim lim lim
x (x ) ' x ( x) '

+∞ +∞
+∞ +∞

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞ →+∞
= = = =2 2 2 2 2

= +∞   Επίσης 

xx
lim

x e→+∞
=2 3

1 0
3  και 

x
lim

x→+∞
=2

2 0
3
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 Άρα (1) 
x

xx x x x

I(x) elim lim lim lim
x x x e x→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

⇔ = − − =2 2 2 3 2

1 1
3 3

+∞  
 
 
 


