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ΘΕΜΑ Β 
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B2. Η f  είναι συνεχής στο (1, )  ως ρητή, 
1

( ) , 1
1

x
f x x

x


 


  

1ος τρόπος 

        Για οποιαδήποτε 
1 2, (1, ) x x  ισχύει: 

        
       1 2

1 2 2 1 2 1

1 2

2 1 2 1 1 2 1 2 2 1 2 1

1 1
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1 1
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x x
f x f x x x x x

x x
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         Άρα η f  είναι 1-1 και αντιστρέφεται   

 
2ος τρόπος 

Η f  είναι παραγωγίσιμη στο (1, )  ως ρητή άρα: 
   

2 2

1 ( 1) 2
( ) 0

1 1

   
   

 

x x
f x

x x
  

Οπότε η f  είναι γνησίως φθίνουσα στο (1, ) , οπότε και 1-1, άρα αντιστρέφεται 

 
Θέτω: 

   
1
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1

x
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x
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B3.  

 Η 
1

( ) [1, )   rr x x ί ή ί ύ D
x
         

Άρα η rC  δεν έχει κατακόρυφες ασύμπτωτες. 

 
2 2

2 2

1

( ) 1
lim lim lim lim 1
x x x x

x
r x x xx

x x x x


   




       

 
1 1

lim ( ) lim lim 0
x x x

r x x x x
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Άρα η rC  έχει πλάγια ασύμπτωτη στο   την ευθεία y x    με 1 0     

δηλαδή την ευθεία y x . 

 

Β4. Η δοσμένη εξίσωση ορίζεται για : (1, )  fx D , 1( ) (1, ) ( ) 1    
f

f x D f x  που ισχύει 

για κάθε 1x  και [1, )  rx D . Τελικά ορίζεται για (1, ) x .  

Έτσι έχουμε : 

       

  

 

2
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ΘΕΜΑ Γ 
 

Η συνάρτηση f  είναι συνεχής, με 
2

2 4 , 0 2
( )

4 3 , 2

x e x
f x

x x x





    
 

    
  ,      

 

Γ1.   0,fD   . 

       Η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο  0, 2  ως πολυωνυμική και στο  2, ως   

πολυωνυμική, επίσης. Εφόσον f  συνεχής στο 
fD  θα πρέπει να είναι συνεχής και στο 

0 2x  , δηλαδή 
2 2

lim ( ) lim ( ) (2)
x x

f x f x f
  

  .  1  

 
2 2

lim ( ) lim( 2 4 ) 4 4
x x

f x x e e e  

  
          

 
2

2 2
lim ( ) lim( 4 3 ) 4 8 3 1
x x

f x x x   
  

             

 (2) 1f    

Οπότε  1 1 0e       . 

Καθώς γνωρίζουμε ότι 1xe x  , για κάθε x  και η ισότητα ισχύει μόνο για 0x  . 
  

Γ2.  Για 0   έχουμε, 
2

2 5 , 0 2
( )

4 3, 2

x x
f x

x x x

   
 

   
 

Για  0,2x  η f  είναι παραγωγίσιμη με ( ) 2 0f x    . 

Για  2,x   η f  είναι παραγωγίσιμη με ( ) 2 4 0f x x     , για κάθε  2,x  , 

καθώς για 2 2 4 2 4 0x x x         . 

Εφόσον ( ) 0f x   για κάθε    0,2 2,x    και f  συνεχής στο  0, , τότε η f  είναι 

γνησίως φθίνουσα στο  0, . 

Καθώς η f  είναι γνησίως φθίνουσα και συνεχής στο  0, , παρουσιάζει ολικό μέγιστο 

μόνο στο 1 0x  , το (0) 5f   και δεν παρουσιάζει ελάχιστο. 

 
 

Γ3. i) Η f  είναι συνεχής στο  0,3 , εφόσον f  συνεχής στο  0, . 

Η f  είναι παραγωγίσιμη στο  0, 2  και στο  2,3 , θα ελέγξουμε αν είναι παραγωγίσιμη και 

στο 0 2x   
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       Άρα 
2 2

( ) (2) ( ) (2)
lim lim

2 2x x

f x f f x f

x x  

 


 
, οπότε η f  δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0 2x  , 

συνεπώς ούτε στο  0,3 . Επομένως, η f  δεν ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θεωρήματος 

Μέσης Τιμής του Διαφορικού Λογισμού στο διάστημα  0,3 . 

      ii) Ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας που διέρχεται από τα σημεία  0, (0)f  και 

 3, (3)f  είναι 
(3) (0) 0 5 5

3 0 3 3

f f


 
   


. 
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       Έστω    η εφαπτομένη της 
fC  στο  , ( )f   και εφόσον    παράλληλη στην ευθεία   

  , τότε 
5

( )
3


   f   .  2  

       Για  0,2x :  
5

2 2
3

    , αδύνατη. 

       Για  2,3x :  
5 17

2 2 4 6 12 5 6 17
3 6

                 , δεκτή καθώς

 
17

2,3
6
 . 

 

Γ4.  Έστω  ,x y  σημείο που κινείται κατακόρυφα πάνω στην ευθεία 2x  , ξεκινώντας από το      

       σημείο  2,0  με σταθερή ταχύτητα 0,5 ( ) 0,5y y t     μον. μήκους/ sec. 

Τη χρονική στιγμή που το   θα συναντήσει τη fC  έχουμε: 0( ) 2x t  , 0( ) (2) 1y t f   και 

0( ) 0,5y t  . 
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2

y



 


. Τη χρονική στιγμή t : ( )x x t , ( )y y t , άρα 
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Άρα    2 0
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ΘΕΜΑ Δ  
 

Δ1. Είναι 
1


e

f(x) 1+  αφού η f έχει σύνολο τιμών το 
 
  
 

1
,1
e

 

1ος τρόπος 

Άρα υπάρχει 0 (0, ) x  ώστε 
0

1

e
f(x ) =1+ . 

Άρα 0f(x) f(x )  

Καθώς η f παρουσιάζει τοπικό μέγιστο στο 
0
x , το 

0
x  είναι εσωτερικό σημείου του (0, ) 

και η f    είναι παραγωγίσιμη στο (0, ) , σύμφωνα με το Θεώρημα Fermat ισχύει 0
f (x ) = 0 . 

 
 

 
2

1
+α x - (lnx +α)
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Άρα 
0 0 0

f '(x ) 0 1 lnx 0 x e.       

Άρα f(e)
 

           
1 1 e 1 1 1
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2ος τρόπος 

Βρίσκουμε ότι 
2

1 lnx
f '(x) ,x 0.
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0 1 lnx 0 x e.  

0
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0
f (x )        

0 0 0
0 1 lnx 0 lne lnx x e  

Το πρόσημο της f΄ και η μονοτονία της f φαίνονται στον ακόλουθο πίνακα. 
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Η f συνεχής και γνησίως αύξουσα στο 
1
A (0,e].  Άρα    

        
1

x 0

1
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e
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2
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Δ2.  Είναι f(x)   
lnx

1, x 0
x

 

Η f είναι γνησίως αύξουσα στο  0,e  άρα και στο 
 

 
 

1
,1 (0,e]
2

 επομένως η εξίσωση 

f(x) = 0 , έχει το πολύ μια ρίζα στο διάστημα 
 
 
 

1
,1
2

. 

Η f συνεχής στο διάστημα 
1
,1
2

 
 
 

 ως πηλίκο συνεχών συναρτήσεων. 

f(1)  1 0  


 

        
 

1 1
ln

1 e2 2f 2ln2 1 lne ln4 ln 0
12 4

2

 διότι 
e
1

4
 .  

Δηλαδή f(1)
 

  
 

1
f 0
2

 άρα σύμφωνα με το Θεώρημα Bolzano υπάρχει τουλάχιστον ένα 

 
 
 

0

1
x ,1

2
 τέτοιο, ώστε 0f(x ) = 0  και επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα στο  0,e  το 

0
x είναι 

μοναδικό. 

Από το Δ1 είναι  2f Α
 

  
 

1
1, 1 .
e

 

To 0  2f Α , άρα η εξίσωση f(x) = 0  δεν έχει ρίζα στο  
2
A (e, ). 

 
Δ3.   

i. 
2 ln 2

(2)
2

f


   

         

 2 2 ln 24 ln 4 4 2ln 2 2 ln 2
(4) (2)

4 4 4 2

' : (2) (4)

f f

f f

  
    

 

 

 (0, ] , 1 1 (0, ].x e f ί ύ ά f e           

 [ , ) , 1 1 [ , ) .x e f ί ί ά f e            

            η δοθείσα εξίσωση γίνεται: ( ) (4) (2)f x f f    

            

:1 1

1

:1 1

2

(0, ] , 2 (0, ]: ( ) (2) 2

[ , ) , 4 [ , ): ( ) (4) 4





     

       

f

f

x e e f x f x

x e e f x f x





 

 

            Άρα η εξίσωση ( ) (4)f x f έχει 2 ακριβώς ρίζες τις 1 2x   και 2 4x  . 
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ii. 
ln

2 2 ln 2 ln ln 2 ln
(0, ) : 2 ln 2 ln ln 2 2ln 1 1

2 2

x
x x x x

x x x x x
x x

                

ln 2 2 ln
(2) ( )

2

x x
f f x

x

 
     

1ος  τρόπος 
           (0, ] , 2 (0, ]  x e e f ί ύ       

(2) ( ) 2
f

f f x x    , όμως (0, ]x e άρα είναι [2, ]x e  

( , ) , 4 ( , )    x e e f ί ί       

(2) ( ) (4) ( ) 4 4
f

f f x f f x x x        , όμως ( , ) x e άρα είναι ( , 4]x e  

Άρα οι λύσεις της ζητούμενης ανίσωσης είναι : [2,4]x . 

2ος τρόπος 

Έστω 1 2[2, ] [ , 4]   e e   

1 ( ) (2)f ί ύ f x f          

2 ( ) (4) ( ) (2)f ί ί f x f f x f           

Άρα τα [2,4]x είναι λύσεις της ανίσωσης ( ) (2)f x f  

Για 2 ( ) (2)
f

x f x f     

Για 4 ( ) (4) ( ) (2)
f

x f x f f x f      

Επομένως [2,4]x . 

 
Δ4.   1ος τρόπος 

          
1

( ) ( )x

x

x
g x f e

e


    

 Για 
1 1

ln 0 1
2 2

x
x e       

Από 2  για 
1

,1
2

 
 
 

x  έχουμε: 0( ) 0f x x x    και  

για 
1

,1
2

 
 
 

x

e  έχουμε: 

 0 0( ) 0 ln    x xf e e x x x  

 0 0 0( ) 0 ( ) ( ) 1 0 ln        
f

x x xf e f e f x e x x x  

 0 0 0

1 1
( ) 0 ( ) ( ) ln ln

2 2
        

f
x x xf e f e f x e x x x  

 Για 
1 1

ln 0 ln 0 1 ln 2 1 1 0
2 2

x x x              

1 1
0 0, ln , 0

2

x

x
ώ

x
e έ x

e
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H g είναι συνεχής στο 
1

ln ,0
2

 
 
 

 και το πρόσημο της φαίνεται στον παρακάτω πίνακα :  

 
 

 
 

 
 

       
0

0

ln x0 0

1 2

1 1 ln x
ln ln
2 2

E dx dx dx I I .g(x) g(x) g(x)  


   

0

0

1
lnln x 2

x

1 x

1 ln x
ln
2

1 x
I dx dx.

e
g(x) f(e )  

Θέτω 
xu e x lnu   . 

Είναι 
xdu e dx . 

Για  
0 0

x lnx , u x  και για  
1 1

x ln , u .
2 2

 

Άρα, 

   
             

 
 
0 0 0

2 2 21 1 1
022 2 2

1 2

X X x

1 1
f f
2 21 lnu

I du du .
2 2 2u

f (x )
f (u)

f(u) f(u)f (u)  

Για το ολοκλήρωμα 
2
I θέτω 

xu e x lnu   και άρα είναι 
xdu e dx . 

Για  
0 0

x lnx , u x και για  x 0, u 1.  

Άρα 
   

      
 

   
0 0 0 0 0

10 0 1 1 2
x x x

2 x 2x 2

ln x ln x x x x

1 x 1 x 1 lnu
I dx e dx du f '(u)du

2e e u

f (u)
f(e ) f(e ) f(u) f(u)  


 

2 2 2

0 .
2 2

f (1) f (x ) f (1)
 

Τελικά, 

 
  

 
      

2 2
2

2

1 2

1 ef ln 1
2 4E I I 1 2ln2 2ln 2
2 2

f (1)

 τετραγωνικές μονάδες. 

 
2ος τρόπος 

 



 
0

ln2

E | g | dx(x)  

 
     

x
x x x x x

x x 2

1 x (1 x)e
f f f f '(e )e

e (e )
g(x) (e ) (e ) (e )  

καθώς 
2

1 lnx
f '(x)

x


 και x

x 2

1 x
f '(e ) .

(e )


  

Άρα 
 

     
0 0

x x x x x x

ln2 ln2

E | f f '(e )e | dx | f f '(e )| e dx.(e ) (e )  

Θέτω 
xe u x lnu   και επομένως είναι 

xdu e dx.  
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Για   
1

x ln2, u
2

και για  x 0, u 1.  

Άρα   
1 1

1 1

2 2

E f f '(u)du f f '(u)du(u) (u)  

αφού για 
1

u ,1
2

 
  
 

 έχουμε f '(u) 0.  

Για 


     
f

0 0

1
u x f f f 0

2
(u) (x ) (u)  και 

για 


     
f

0 0
x u 1 f f f 0.(u) (x ) (u)  

Άρα              
0

0

0

0

x 1
x 1

2 2
1

x
21 x

2

1 1
E f f '(u)du f f '(u)du f f

2 2
(u) (u) (u) (u)  

   
   

           
   

2 2 2 2 2 2 2

0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
f f f 1 f f f 1
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

(x ) (x ) (1- 2ln2)

 
  

    
2 2

21 4ln2 4ln 2 1 2
1 2ln2 2ln 2

2 2

(1- 2ln2+ 2ln 2)
τετραγωνικές μονάδες. 

 


