
 

 

 

 

Λύση 

𝑔(𝑥) = 𝑥𝑙𝑛𝑥 − 𝑙𝑛𝑥  

α. 𝐷𝑔 = (0,+∞)    𝑔 συνεχής και παραγωγίσιμη με 𝑔
′(𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 + 1 −

1

𝑥
 

Η  𝑔′ συνεχής για κάθε 𝑥 > 0 και παραγωγίσιμη με 𝑔′′(𝑥) =
1

𝑥
+

1

𝑥2
> 0   

άρα 𝑔′ γνησίως αύξουσα. 

{

𝐷𝑔′ = (0,+∞)

𝑔′𝜎𝜐𝜈𝜀𝜒ή𝜍 𝜅𝛼𝜄 𝛾𝜈𝜂𝜎ί𝜔𝜍 𝛼ύ𝜉𝜊𝜐𝜎𝛼

    𝑔′(𝐷𝑔′) = (lim
𝑥→0
𝑔′(𝑥), lim

𝑥→+∞
𝑔′(𝑥)) 

𝑔′(𝐷𝑔′) = (−∞,+∞) 

{
lim
𝑥→0
𝑔′(𝑥) = lim

𝑥→0
(𝑙𝑛𝑥 + 1 −

1

𝑥
) = −∞                      (ά𝜌𝛼 lim

𝑥→0+

1

𝑥
= +∞)

lim
𝑥→+∞

= lim
𝑥→+∞

(𝑙𝑛𝑥 + 1 −
1

𝑥
) = +∞− 0 = +∞                                               

     

Εφόσον η 𝑔′ είναι γνησίως αύξουσα άρα και 1-1 άρα ορίζεται η 𝑔−1                                                

με 𝐷𝑔−1 = (−∞,+∞). 

 

β.        𝑒𝑔′(𝑥𝑙𝑛𝑥 − 2016𝑥 + 𝑒 − 1) + 1 = 2𝑒   ⇔ 

⇔    𝑔′(𝑥𝑙𝑛𝑥 − 2016𝑥 + 𝑒 − 1) =
2𝑒−1

𝑒
      ⇔     𝑔′(𝑥𝑙𝑛𝑥 − 2016𝑥 + 𝑒 − 1) = 𝑔′(𝑒) 

𝑔′1−1
⇔     𝑥𝑙𝑛𝑥 − 2016𝑥 + 𝑒 − 1 = 𝑒    ⇔     𝑥𝑙𝑛𝑥 − 2016𝑥 − 1 = 0 

𝑙𝑛𝑥 − 2016 −
1

𝑥
= 0     ⇔    𝑙𝑛𝑥 −

1

𝑥
+ 1 = 2017    ⇔    𝑔′(𝑥) = 2017 

2017 ∈ 𝑔′(𝐷𝑔′) = (−∞,+∞) 



 

 

Άρα υπάρχει 𝜌 ∈ 𝐷𝑔′  ΄τέτοιο ώστε 𝑔
′(𝜌) = 2017 

Και καθώς η 𝑔′ είναι γνησίως αύξουσα, το 𝜌 είναι μοναδικό.  

 

 

γ. Θέτουμε ℎ = 𝑔′  οπότε  ℎ−1 = (𝑔′)−1 

{

𝐷ℎ−1 = (−∞,+∞)                          

ℎ−1  𝜎𝜐𝜈𝜀𝜒ή𝜍                                   

ℎ−1 𝛾𝜈. 𝛼ύ𝜉𝜊𝜐𝜎𝛼 (ό𝜋𝜔𝜍 ℎ = 𝑔′)

            ℎ−1(𝐷ℎ−1) = ( lim
𝑥→−∞

ℎ−1(𝑥) , lim
𝑥→+∞

ℎ−1(𝑥))    

ό𝜇𝜔𝜍  ℎ−1(𝐷ℎ−1) = 𝐷ℎ = (0,+∞)            

Άρα  lim
𝑥→−∞

ℎ−1(𝑥) = 0,  lim
𝑥→+∞

ℎ−1(𝑥) = +∞       

 

i. lim
𝑥→−∞

(𝑔′(𝑥))
−1
+𝑥

3(𝑔′(𝑥))
−1
+2𝑥

= lim
𝑥→−∞

ℎ−1(𝑥)+𝑥

3ℎ−1(𝑥)+2𝑥
= lim
𝑥→−∞

𝑥(
ℎ−1(𝑥)

𝑥
+1)

𝑥(3
ℎ−1(𝑥)

𝑥
+2)
=

0+1

30+2
=
1

2
 

( lim
𝑥→−∞

ℎ−1(𝑥)

𝑥
= lim
𝑥→−∞

1

𝑥
· lim
𝑥→−∞

ℎ−1(𝑥) = 0 · 0 = 0) 

 

ii. lim
𝑥→−∞

(𝑔′(𝑥))
−1
+𝑒𝑥+1

2𝑥+4𝑥
= lim
𝑥→−∞

ℎ−1(𝑥)+𝑒𝑥+1

2𝑥+4𝑥
= +∞ 

αφού lim
𝑥→−∞

(ℎ−1(𝑥) + 𝑒𝑥 + 1) = lim
𝑥→−∞

ℎ−1(𝑥) + lim
𝑥→−∞

(𝑒𝑥 + 1) = 0 + 1 = 1 

και lim
𝑥→−∞

(2𝑥 + 4𝑥) = 0 ,        2𝑥 + 4𝑥 > 0 ,   𝑥 ∈ ℝ     

 

iii. lim
𝑥→+∞

(𝑔′(𝑥))
−1
+6𝑥

3(𝑔′(𝑥))
−1
+𝑥
= lim
𝑥→+∞

ℎ−1(𝑥)+6𝑥

3ℎ−1(𝑥)+𝑥
= 



 

 

(θέτουμε 𝑦 = ℎ−1(𝑥)    ⇔   𝑥 = ℎ(𝑦)) 

= lim
𝑦→+∞

6ℎ(𝑦)+𝑦

ℎ(𝑦)+3𝑦
= lim
𝑦→+∞

6(𝑙𝑛𝑦−
1

𝑦
+1)+𝑦

𝑙𝑛𝑦−
1

𝑦
+1+3𝑦

=                { lim
𝑥→+∞

𝑦 = lim
𝑥→+∞

ℎ−1(𝑥) = +∞} 

= lim
𝑦→+∞

6𝑙𝑛𝑦 −
6
𝑦 + 6 + 𝑦

𝑙𝑛𝑦 −
1
𝑦 + 1 + 3𝑦

= lim
𝑦→+∞

𝑦 (
6𝑙𝑛𝑦
𝑦 −

6
𝑦2
+
6
𝑦 + 1)

𝑦 (
𝑙𝑛𝑦
𝑦 −

1
𝑦2
+
1
𝑦 + 3)

=
6 · 0 − 0 + 0 + 1

0 − 0 + 0 + 3
=
1

3
 

( lim
𝑦→+∞

𝑙𝑛𝑦

𝑦

∞

∞
⇒ lim
𝑦→+∞

(𝑙𝑛𝑦)′

𝑦′
= lim
𝑦→+∞

1
𝑦

1
= 0) 

 

iv. lim
𝑥→+∞

𝑒(𝑔′(𝑥))
−1

2+𝜂𝜇𝑥
= lim
𝑥→+∞

𝑒ℎ−1(𝑥)

2+𝜂𝜇𝑥
= lim
𝑥→+∞

𝑒
2

ℎ−1(𝑥)
+

𝜂𝜇𝑥

ℎ−1(𝑥)

= +∞ 

αφού lim
𝑥→+∞

2

ℎ−1(𝑥)
= 0 

(μη ξεχνάμε lim
𝑥→+∞

ℎ−1(𝑥) = +∞ ) 

lim
𝑥→+∞

𝜂𝜇𝑥

ℎ−1(𝑥)
= 0 

(|
𝜂𝜇𝑥

ℎ−1(𝑥)
| ≤

1

|ℎ−1(𝑥)|
   ⇔  −

1

|ℎ−1(𝑥)|
≤

𝜂𝜇𝑥

ℎ−1(𝑥)
≤

1

|ℎ−1(𝑥)|
  ,    𝑥 ∈ ℝ) 

(

 
 
    

{
 
 

 
 lim

𝑥→+∞

1

|ℎ−1(𝑥)|
= 0

lim
𝑥→+∞

(−
1

|ℎ−1(𝑥)|
) = 0

            άρα lim
𝑥→+∞

𝜂𝜇𝑥

ℎ−1(𝑥)
= 0    

)

 
 

 

Επίσης    −1 ≤ 𝜂𝜇𝑥 ≤ 1    ⇔    1 ≤ 2 + 𝜂𝜇𝑥 ≤ 3 



 

 

άρα    2 + 𝜂𝜇𝑥 > 0    καθώς  ℎ−1(𝐷ℎ−1) = (0,+∞)    άρα  ℎ
−1(𝑥) > 0 

άρα   
2+𝜂𝜇𝑥

ℎ−1(𝑥)
> 0 

 

δ.   𝑔′′(𝑥) =
1

𝑥
+

1

𝑥2
 

𝑔′′(𝑒) =
1

𝑒
+

1

𝑒2
=
𝑒+1

𝑒2
  

𝑒2𝑔′′ (𝑒𝑙𝑛𝑥 −
𝑒

𝑥
+ 1) < 𝑒 + 1   ⇔    𝑔′′ (𝑒𝑙𝑛𝑥 −

𝑒

𝑥
+ 1) <

𝑒+1

𝑒2
   ⇔  

⇔  𝑔′′ (𝑒𝑙𝑛𝑥 −
𝑒

𝑥
+ 1) < 𝑔′′(𝑒)     ⇔         (𝑔′′′(𝑥) = −

1

𝑥2
−
2

𝑥3
< 0 ⇒ 𝑔′′𝛾𝜈. 𝜑𝜃𝜄𝜈. ) 

𝑔′′↓
⇔    𝑒𝑙𝑛𝑥 −

𝑒

𝑥
+ 1 < 𝑒    ⇔    𝑙𝑛𝑥 −

1

𝑥
+
1

𝑒
< 1    ⇔       𝑙𝑛𝑥 −

1

𝑥
+ 1 < 2 −

1

𝑒
     ⇔  

⇔   𝑔′(𝑥) <
2𝑒−1

𝑒
    ⇔   𝑔′(𝑥) < 𝑔′(𝑒)    

𝑔′↑
⇔     𝑥 < 𝑒  

Άρα  0 < 𝑥 < 𝑒 . 

 

 

 


