
 

 

 

 

Λύση άσκησης 

 

α. Θεωρούμε 𝑔(𝑡) = 𝑡3+𝑒𝑡  όπου η 𝑔 είναι γνησίως αύξουσα. 

Η (1) γράφεται: 𝑔(𝑓(𝑥)) = 𝑥 + 𝑒.   Έστω ℎ(𝑥) = 𝑥 + 𝑒  γνησίως αύξουσα. 

Καθώς 𝐷ℎ = 𝐷𝑔∘𝑓 = ℝ     άρα    𝑔 ∘ 𝑓 = ℎ     άρα   𝑔 ∘ 𝑓   γνησίως αύξουσα. 

Έστω 𝑥1 < 𝑥2        𝑥1, 𝑥2 ∈ ℝ 

⇒ (𝑔 ∘ 𝑓 )(𝑥1) < (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥2)   ⇒    𝑔(𝑓(𝑥1)) < 𝑔(𝑓(𝑥2)) 

𝑔↑
⇒    𝑓(𝑥1) < 𝑓(𝑥2)  άρα η 𝑓 είναι γνησίως αύξουσα για κάθε 𝑥 ∈ ℝ. 

 

β. Για 𝑥 = 1  𝜂 (1) = 𝑓3(1) + 𝑒𝑓(1) = 1 + 𝑒 

⇒   𝑔(𝑓(1)) = 𝑔(1)    
𝑔1−1
⇒      𝑓(1) = 1 

 

γ. Εφόσον η 𝑓 1-1 ως γνησίως αύξουσα ορίζεται η 𝑓−1 με 𝐷𝑓−1 = 𝑓(𝐷𝑓) = ℝ 

Δηλαδή με  𝑥 ∈ 𝐷𝑓 = ℝ  και  𝑦 ∈ 𝐷𝑓−1 = ℝ   

𝑓(𝑥) = 𝑔   ⇔   𝑓−1(𝑦) = 𝑥 

η  (1) γράφεται:  𝑦3 + 𝑒𝑦 = 𝑓−1(𝑦) + 𝑒     𝑦 ∈ ℝ 

άρα  𝑓−1(𝑥) = 𝑥3 + 𝑒𝑥 − 𝑒 ,   𝑥 ∈ ℝ 



 

 

δ.  lim
𝑥→0−

𝑓−1(𝑥)

2
1
𝑥+3

1
𝑥

= lim
𝑥→0−

𝑥3+𝑒𝑥−𝑒

2
1
𝑥+3

1
𝑥

= 

= lim
𝑥→0−

(
1

2
1
𝑥 + 3

1
𝑥

) · lim
𝑥→0−

(𝑥3 + 𝑒𝑥 − 𝑒) = (+∞) · (1 − 𝑒) = −∞ 

αφού  

 lim
𝑥→0−

(𝑥3 + 𝑒𝑥 − 𝑒) = 𝑒0 − 𝑒 = 1 − 𝑒 

 lim
𝑥→0−

(2
1

𝑥 + 3
1

𝑥) = lim
𝑢→−∞

(2𝑢 + 3𝑢) = 0 + 0 = 0 

𝑢 =
1

𝑥
      {

𝑥 → 0−

𝑢 → −∞
       

και 2
1

𝑥 + 3
1

𝑥 > 0 

 

ε. Παρατηρούμε   2 > 1
𝑓↑
⇒ 𝑓(2) > 𝑓(1) = 1 

   3 > 1
𝑓↑
⇒ 𝑓(3) > 𝑓(1) = 1 

   4 > 1
𝑓↑
⇒ 𝑓(4) > 𝑓(1) = 1 

Ορίζουμε  lim
𝑥→+∞

𝑎𝑥 = +∞  ,   𝑎 > 1 

Άρα το όριο είναι απροσδιόριστη μορφή  
∞

∞
  . 

Έτσι βγάζουμε κοινό παράγοντα την εκθετική με τη μεγαλύτερη βάση 

lim
𝑥→+∞

(𝑓(4))
𝑥
((
𝑓(2)
𝑓(4)

)
𝑥

+ (
𝑓(3)
𝑓(4)

)
𝑥

· 𝑓(3) + 1)
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𝑥
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𝑓(2)
𝑓(4)

)
𝑥

· 𝑓(2) + (
𝑓(3)
𝑓(4)

)
𝑥

+ 2)

=
0 + 0 + 1

0 + 0 + 2
=
1

2
 

Καθώς lim
𝑥→+∞

𝑎𝑥 = 0 , 0 <  𝑎 < 1   oι εκθετικές που έχουν μείνει μετά την 

παραγοντοποίηση έχουν βάση <1. 

 

 



 

 

στ.  i) 𝑔 συνεχής ως πολυωνυμική στο [0,1] και [1,2]. 

{

𝑔(0) = 1 > 0

𝑔(1) = −2 < 0
     ⇒ 𝑔(0)𝑔(1) < 0 

 από Θ. Β. υπάρχει ένα τουλάχιστον 𝑥1 ∈ (0,1): 𝑔(𝑥1) = 0 

{

𝑔(1) = −2 < 0

𝑔(2)  =  5 > 0  
    ⇒   𝑔(1)𝑔(2) < 0 

από Θ. Β. υπάρχει ένα τουλάχιστον 𝑥2 ∈ (1,2): 𝑔(𝑥2) = 0 

 

ii) Υπολογίζουμε lim
𝑥→+∞

((𝑒
1

𝑓(𝑥) − 1) 𝜂𝜇𝑥 + (𝑓(𝑥) + 𝜎𝜐𝜈𝑓(𝑥))𝜂𝜇
1

𝑓(𝑥)
) 

Καθώς {

𝐷𝑓 = (−∞,+∞)

𝑓 𝜎𝜐𝜈𝜀𝜒ή𝜍 𝜅𝛼𝜄 ↑

   𝑓(𝐷𝑓) = ( lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥), lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥))  ⇒   𝑓(𝐷𝑓) = (−∞,+∞) 

άρα  lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞ . 

 Έστω 𝑔(𝑥) = 𝑒
1

𝑓(𝑥) − 1 

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(𝑒
1

𝑓(𝑥) − 1)= lim
𝜔→0
(𝑒𝜔 − 1)=0 

𝜔 =
1

𝑓(𝑥)
 

𝑥 → +∞,𝜔 → 0 

Έτσι |𝜂𝜇𝑥| ≤ 1   ⇔  |𝑔(𝑥)||𝜂𝜇𝑥| ≤ |𝑔(𝑥)|    ⇔   |𝑔(𝑥) · 𝜂𝜇𝑥| ≤ |𝑔(𝑥)| 

⇔  −|𝑔(𝑥)| ≤ 𝑔(𝑥)𝜂𝜇𝑥 ≤ |𝑔(𝑥)|,   ∀𝑥  κοντά στο +∞. 

{

lim
𝑥→+∞

|𝑔(𝑥)| = 0

lim
𝑥→+∞

(−|𝑔(𝑥)|) = 0
     lim
𝑥→+∞

 𝑔(𝑥)𝜂𝜇𝑥 = 0  από Κ.Π. 



 

 

 lim
𝑥→+∞

((𝑓(𝑥) + 𝜎𝜐𝜈𝑓(𝑥))𝜂𝜇
1

𝑓(𝑥)
)= lim

𝜔→+∞
((𝜔𝜎𝜐𝜈𝜔)𝜂𝜇

1

𝜔
) = 

= lim
𝜔→+∞

(1 +
𝜎𝜐𝜈𝜔

𝜔
)𝜔𝜂𝜇

1

𝜔
= (1 + 0) · 1 = 1 

{
 
 

 
 lim
𝜔→+∞

𝜎𝜐𝜈𝜔

𝜔
= 0   (κατά τα γνωστά με Κ. Π. )

lim
𝜔→+∞

𝜔𝜂𝜇
1

𝜔
= lim
𝑡→0

𝜂𝜇𝑡

𝑡
= 1    (𝑡 =

1

𝜔
)

 

 

Άρα lim
𝑥→+∞

((𝑒
1

𝑓(𝑥) − 1) 𝜂𝜇𝑥 + (𝑓(𝑥) + 𝜎𝜐𝜈𝑓(𝑥))𝜂𝜇
1

𝑓(𝑥)
)= 

= lim
𝑥→+∞

((𝑒
1

𝑓(𝑥) − 1) 𝜂𝜇𝑥) + lim
𝑥→+∞

((𝑓(𝑥) + 𝜎𝜐𝜈𝑓(𝑥))𝜂𝜇
1

𝑓(𝑥)
) = 0 + 1 = 1  

 

Άρα ζητάμε 𝜉 ∈ (𝑥1, 𝑥2) ώστε  𝑓(𝜉𝑙𝑛𝜉) = 𝑓 (𝑔(𝜉 + 𝑔(𝜉))) 

𝑓1−1
⇔     𝜉𝑙𝑛𝜉 = 𝑔(𝜉 + 𝑔(𝜉))  

Δηλαδή ζητάμε ρίζα για την εξίσωση   𝑥𝑙𝑛𝑥 = 𝑔(𝑥 + 𝑔(𝑥))    ⇔    

⇔    𝑥𝑙𝑛𝑥 − 𝑔(𝑥 + 𝑔(𝑥)) = 0    

Θέτω 𝑅(𝑥) = 𝑥𝑙𝑛𝑥 − 𝑔(𝑥 + 𝑔(𝑥)) 

Η R(x) είναι συνεχής ως άθροισμα συνεχών στο [𝑥1, 𝑥2]. 

𝑅(𝑥1) = 𝑥1𝑙𝑛𝑥1 − 𝑔(𝑥1 + 𝑔(𝑥1)) = 𝑥1𝑙𝑛𝑥1 − 𝑔(𝑥1) = 𝑥1𝑙𝑛𝑥1 < 0 

(
0 < 𝑥1 < 1

𝑙𝑛𝑥1 < 0
) 

𝑅(𝑥2) = 𝑥2𝑙𝑛𝑥2 − 𝑔(𝑥2 + 𝑔(𝑥2)) = 𝑥2𝑙𝑛𝑥2 − 𝑔(𝑥2) = 𝑥2𝑙𝑛𝑥2 > 0 

(
0 < 𝑥2 < 1

𝑙𝑛𝑥2 < 0
) 

𝑅(𝑥1)𝑅(𝑥2) < 0 Άρα από Θ. Β. υπάρχει ένα τουλάχιστον 𝜉 ∈ (1,2): 𝑅(𝜉) = 0 


